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Within the framework of the Entropy-free Thermodynamic of Processes (ETIP) developed by
J. Meixner, it is investigated for what type of fluid or solid systems the Clausius-Duhem-Inequality
(CDI) will hold for the thermostatic entropy sth . The following statements will be proved:

1. The CDI holds for processes in simple thermodynamic systems of the differential type with
complexity 1 or 2. In these cases the CDI is a consequence of the fundamental inequality of ETIP.

2. The CDI cannot hold for processes in simple thermodynamic systems of the integral type

with complexity 1.

3. The CDI may or may not hold for processes in simple thermodynamic systems of the integral

type with complexity 2.

Zur phinomenologischen Beschreibung von Vor-
gingen in kontinuierlicher Materie stehen heute im
wesentlichen drei verschiedene Theorien zur Ver-
figung:

1. Die klassische Thermodynamik der irreversiblen

Prozesse (TIP) 1.

2. Die nichtlinearen Feldtheorien der Mechanik und
ihre thermodynamischen Erweiterungen (NFT) 2.

3. Die entropiefreie Thermodynamik der Vorginge
(ETIP) 3 4.

Diesen Theorien gemeinsam sind die Erhaltungs-
siatze der kontinuierlichen Materie und die Gesetze
der Thermostatik. Sie unterscheiden sich aber we-
sentlich in der Art und Weise, wie die Materialglei-
chungen (constitutive equations) aufgestellt werden.
Ausgangspunkt dazu ist in der TIP bzw. der NFT
eine verallgemeinerte Clausius-Duhemsche Unglei-

chung (CDU)
Q.§x+diVJyZO. (1)

Dabei bedeuten ©=Dichte, sy = spezifische Nicht-
gleichgewichtsentropie (NGE), sy = substantielle Zeit-
ableitung von sy , Jx = Strom der NGE.
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Fir thermodynamische Systeme ohne Diffusion
kann man

Jx=q/T (2)

setzen, wo = Warmestrom und 7 = absolute Tem-
peratur bedeuten.

Gewichtige Griinde gegen die Verwendung von
(1) als Grundlage zur Ableitung phidnomenologi-
scher Gleichungen sind von MEIXNER in 4 angegeben
worden #2, In der ETIP wird die Ungleichung (1) und
der im Rahmen einer phinomenologischen Theorie
nicht eindeutig definierbare Begriff einer NGE ® nicht
verwendet.

An Stelle von (1) tritt die fundamentale Unglei-
chung (FU) [siehe %, S.88 bzw. (7)], welche im
wesentlichen eine Folgerung aus der integralen For-
mulierung des 2. Teils des 2. Hauptsatzes

B
Sin (B) — S (4) ZAf 6Q/T (3)

ist. Hier sind 4 und B zwei Gleichgewichtszustinde,
wobei B zeitlich spdter als 4 liegt, Sy, die Gleich-
gewichtsentropie (GE) in diesen Zustdnden und 6Q
die dem betrachteten System bei der Temperatur T

2 C.TruespeLL u. W. NoLi, Handbuch der Physik, Bd. I1I/3,
S. 1—602, Springer, Berlin 1965. — B. D. COLEMAN, Arch.
Rational Mech. Anal. 17, 1, 230 [1964].

3 J. MEIXNER, J. Appl. Mech. Ser. E 33, 481 [1966] ; Rheo-
logica Acta 7, 8 [1968].

4 J. MEIXNER, Z. Phys. 219, 79 [1969] ; Arch. Rational Mech.
Anal. 33, 33 [1969].

4a Die Existenz einer NGE ist problematisch!

5 Siehe dazu auch: F. HoreLicH, On the Definition of En-

tropy for Nonequilibrium-State, Z. Phys. 226, 395 [1969].
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zugefithrte Warmemenge. Diese Ungleichung ist, im
Gegensatz zu (1), von Clausius in ® wohl begriin-
det worden.

Nun hat sich andererseits die CDU fir die GE in
der klassischen TIP bei vielen Anwendungen be-
wihrt. Diese Ungleichung lautet fiir Medien ohne
Diffusion

Qéth+div(q/T)Z 0. (4)
Hier ist sy, die spezifische GE, welche fiir fluide Me-

dien mit 1 Komponente eine Funktion sy, = s (u, 0),
fir feste Korper eine Funktion sy = s (u, Fij)
ist. Hier bedeuten: u = spezifische innere Energie,
0= Dichte, F;;=Deformationsgradient (s.Kap. 1) .

Es ergeben sich somit folgende grundsatzliche
Fragen:

1. Fur welche Vorgdnge und welche Materialien
kann man aus dem 2. Teil des 2. Hauptsatzes (3)
auf die CDU fiir sy, (4) schliefen? Mit anderen
Worten: Wann kann man die GE sy, (u, 0) bzw.

stn(u, Fij) auch als NGE auffassen?

2. Fir welche Vorginge und welche Materialien
kann man eine NGE sy angeben, z. B. in Form
eines Nachwirkungsfunktionals, derart, dal} so-
wohl der 2. Teil des 2. Hauptsatzes (3) als auch
eine CDU fir sy (1) gilt?

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, mit Hilfe
der ETIP einen Beitrag zur Beantwortung der 1.
Frage zu leisten. Frage 2 soll Gegenstand einer fol-
genden Arbeit sein.

Wir beschrianken unsere Untersuchungen hier auf
Vorgénge in einem einfachen (siehe Kap. 2) fluiden
oder festen Medium der Komplexitit 1 oder 2 mit
1 Phase und 1 Komponente, auf welches keine duf3e-
ren Volumen-Krifte wirken. Das System kann durch
die Oberflache mit seiner Umgebung Masse, Warme
und mechanische Arbeit austauschen. In seinem In-
nern konnen noch Wirmeleitung, innere Reibung
und ein Vorgang, den wir als ,inneren Energie-
ausgleich® bezeichnen wollen, auftreten (siehe *,
S.84—89). Die Antwort auf die 1. Frage hingt
nun von der Struktur der Materialgleichungen des
Mediums ab. Zwei wichtige Klassen von Medien sind

8 R.CrAusIUs, Die mechanische Wirmetheorie, 1. Bd., 2. Aufl.,
Braunschweig 1876, S. 206, 224.
6a Die Funktion sth kann auch als ,begleitende” GE bezeich-

net werden. Wire das betrachtete Massenelement im Gleich-

gewicht, so wire sty tatsdchlich die spezifische Entropie des
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die vom Differentialtyp bzw. die vom Integraltyp
(siehe 2, S. 93, 98 bzw. 4, S. 95). Es gilt:

1. Ist das Medium einfach, vom Differentialtyp und
der Komplexitdt 1 oder 2, so laBt sich unabhin-
gig davon, ob die Materialgleichungen linear oder
nichtlinear sind, die CDU (4) fiir die GE aus der
FU des Mediums folgern. Sind die Materialglei-
chungen von Komplexitdt 1 und linear, so sind
sie bis auf die Unterscheidung zwischen dynami-
scher und thermostatischer Temperatur mit den
Materialgleichungen der klassischen TIP iden-
tisch 6"

2. Ist das Medium einfach, vom Integraltyp der
Ordnung 1 mit Komplexitit 1, so kann die CDU
(4) nicht gelten. (Vom trivialen Fall der idealen
Fliissigkeit, welche man sowohl als Spezialfall
eines Mediums vom Differential- oder auch Inte-
graltyps ansehen kann, sehen wir hier ab. Als
ideale Flissigkeit bezeichnet man eine solche, in
welcher keine Warmeleitung und keine innere
Reibung auftritt.) Man kann zwar Materialglei-
chungen dieses Typs angeben, welche der FU ge-
niigen, nicht aber solche, fiir welche dartiber hin-
aus noch die Ungleichung (4) gilt.

3. Im Falle von einfachen Medien vom Integraltyp
der Ordnung 1 mit Komplexitit 2 kann man aus
der FU nicht auf die Giiltigkeit von (4) schlie-

Ben.

Es gibt in diesem Fall Materialgleichungen, fiir
welche aufler der FU auch noch (4) gilt und auch
solche, welche der FU geniigen, fiir welche aber (4)
nicht gilt.

Die 1. Aussage ist fir einfache Medien vom Dif-
ferentialtyp der Komplexitit 1 bereits von MEIXNER
in * unter Verwendung eines vom Verf. bewiesenen
Hilfssatzes gemacht worden. Wir fithren sie hier nur
der Vollstandigkeit halber an. Im iibrigen ist ein
2. Beweis des erwihnten Hilfssatzes im Anhang der
vorliegenden Arbeit angegeben.

Auf die Frage nach der Giiltigkeit der CDU (4)
fiir Medien von hoherer Komplexitit (r>2) und
auf die allgemeine Frage nach der Struktur der Ma-
terialgleichungen in der ETIP soll an anderer Stelle
eingegangen werden.

Elements. Befindet sich das Massenelement in einem Nicht-
¢gleichgewichtszustand, so spielt st nur die Rolle einer
wohldefinierten Hilfsfunktion und hat vorerst nichts mit
einer NGE zu tun!

8h Siehe 1, Meixner-Reik, S. 425.
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1. Die Fundamentale Ungleichung der entropie-
freien Thermodynamik der Vorginge

Wir betrachten ein Medium, welches fluid oder
fest sein_kann, 1 Phase und 1 Komponente besitzt
und auf welches keine aulleren Krafte wirken. Der
Zustand des Mediums wird durch folgende GroBen
beschrieben:

o Dichte

v; Geschwindigkeit

F;; Deformationsgradient

Pix Dynamischer Drucktensor

T Dynamische Temperatur

u Innere Energie

qi Wiarmestrom

Sth Thermostatische Entropie

Tin Thermostatische Temperatur

P iz Thermostatischer Drucktensor (i, k=1, 2, 3).

Alle GroBen sind Funktionen des Ortes (z;) und
der Zeit t. Der Deformierungsgradient ist definiert

durch

B ‘IL'(X,t), i,j=1, 2733

= 3x;

F (5)
wo 2;(X},t) die Bahnkurve und X; die Anfangslage
eines beliebigen Massenelementes ist.

Die GroBen Ty, P ix sind durch die thermo-

statische Entropie s;,, welche eine Funktion von u
und F;; [und o( — )] ist, definiert:

1 1 Pih &
dwn (u, Fiy) = 7 dut ;o 3 (Fu'p dFy. (6)

Der dynamische Drucktensor hingt mit dem Span-
nungstensor der Festigkeitslehre gemill der Bezie-
hung

Pip= —oi

zusammen. Wir beschrinken uns hier auf Medien
ohne inneren Drehimpuls, d. h. wir kénnen anneh-
men, daf} die Tensoren Py, ;; und P symmetrisch
sind. Die dynamische Temperatur T ist die tatsich-
lich im System am Ort X zur Zeit ¢ realisierte Tem-
peratur; sie ist im allgemeinen von Ty, verschieden.

Setzt man voraus, dafl jedes einzelne Massenele-
ment (beziiglich der Definition der Massenelemente
sei auf 4, S. 89 verwiesen) als thermodynamisches
System — im Sinne der Schottkyschen Definition ? —
angesehen werden kann und ferner, dal dieses Ele-
ment nach geeigneter Isolierung von seiner Umge-
bung geniigend schnell einem Gleichgewichtszustand

7 W. ScHOTTKY, Thermodynamik, Springer, Berlin 1929,
S. 5,
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zustrebt, so gilt fiir jeden bei irgendeinem Gleich-
gewichtszustand beginnenden Prozell folgende Un-
gleichung:

t
UL 1y 1 (Paw_ Pu
il = )i g (7 =) Q
== l’qiailT} dtZO
Dabei ist
Nik= % (Qxvi+ divy), 3;=0/0x;. (8)

Diese Fundamentale Ungleichung (FU) ist unter
obigen Voraussetzungen aus (3) mit Hilfe der Er-
haltungssétze fiir Masse, Impuls, Drehimpuls und
Energie von MEIXNER in * abgeleitet worden.

Die Ortsabhéngigkeit der in (7) auftretenden
Felder denke man sich dabei dadurch, daB} man fir
die Variablen z; die Bahnkurve z;(z) des betrach-
teten Massenelementes einsetzt, in Zeitabhingigkei-
ten verwandelt.

Die FU gilt fiir ale Zeiten ¢,, fiir jedes Massen-
element und fiir alle Vorgiange — d. h. fiir alle Sy-
steme von stetigen Funktionen

{u(@),Fij(£),qi(t),0(—); —co<t/< 2} (9)

— im betrachteten Massenelement. Der Integrand
der FU ist, abgesehen von einem Faktor gleich der
»Produktion o an thermostatischer Entropie“:

Oszgétll+ai(Qi/T) (10)
1 1

B (Tth B 7) we+ (P;:tik N %i'}?) ik + i i (1/T).

Diese kann auch negative Werte annehmen !

Wir werden aber im néichsten Kapitel beweisen,
dal o, fir alle Vorgédnge in gewissen Materialien
— mnamlich solchen vom Differentialtyp und der
Komplexitdt 1 oder 2 — tatsdchlich stets positiv
oder allenfalls gleich Null ist.

2. Die Materialgleichungen der ETIP
fiir einfache Medien der Komplexitit r=1, 2

In Anlehnung an 2, S. 56 ff. und ¢, S. 91 nehmen
wir an, dal der Zustand eines speziellen Massen-
elementes des betrachteten Systems zum Zeitpunkt ¢
durch Vorgabe seiner ,,Geschichte” in — o <t' <t
eindeutig bestimmt ist. Die ,,Geschichte® kennt man,
wenn man z.B. weil}, welche Warmemengen dem
Element zugefiihrt bzw. in welcher Weise es in
— oo <t' <t deformiert worden ist. Bei den sogen.

einfachen fluiden Medien besteht die ,,Geschichte®
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des Massenelementes aus der Angabe der Funktio-
nen (9). (Bei komplizierten Medien konnen z. B.
noch raumliche Ableitungen dieser Grofen notwen-
dig sein, um den Zustand des Elementes zur Zeit ¢
eindeutig festzulegen.) Dann miissen alle anderen
GroBlen, insbesondere die in der FU auftretenden
Koeffizienten von u, ¢; und 7;;

1 1

Tth T’ T

Pthix _ Pix
T

1
9 T (11)
eindeutige, stetige und zeitverschiebungsinvariante
Funktionale dieser ,,Geschichte sein. Das heif3t, die

Materialgleichungen haben folgende Struktur

a) /Ty —1/T = Fo{'/.}
b) i(UT) =Fu {1} i k=1,2, 3.
c) P in/Tin — Pi/T = Fo, e{ '/} (12)

Dabei ist {//.} durch (9) gegeben. In (12) bedeu-
ten {p, J1.i» 52 i ein skalares, vektorielles bzw.
tensorielles im allgemeinen nichtlineares Funktional
der Variablen (9). Die Groflen auf den linken Sei-
ten von (12) beziehen sich alle auf den Zeitpunkt .
Fiir thermodynamisches Gleichgewicht verschwinden
die linken Seiten von (12). Daher miissen wir von
den Funktionalen ¥, (a=0, 1, 2) fordern, daf sie
unter der Voraussetzung, daf} fiir ¢ = ¢,

u'=0, qi=0, Fij=0
gilt, im Limes t — o verschwinden:

lim T {u()...0(—);
e —o<l<t}=0,a=0,1,2. (13)

Ferner wird die Struktur der Funktionale §§, durch
die FU (7) eingeschrankt. Setzt man (12) in (7)
ein, so folgt:

to
_£ {d Fo+ (1/0) nir o, ix + (1/0) i F1,:) dt = 0.
(14)

Dies muB fiir beliebige Zeitpunkte ¢, und beliebige
stetige ,,Geschichten* (9) gelten.

Im iibrigen wird die Gestalt der Funktionale (12)
noch durch das “Principle of material frame indif-
ference” (3, S.44) eingeschriankt; wir verweisen
diesbeziiglich auf 4, S. 93 bzw. 43. Bevor wir aus
der Bedingung (14) Konsequenzen ziehen, wollen
wir die Gln. (12) noch fiir Medien vom Differential-
bzw. Integraltyp spezialisieren.

Medien vom Differentialtyp sind dadurch defi-
niert, daf} sich die Funktionale 3§, auf Funktionen
D% restringieren. In diesen Funktionen @7 treten

J. KELLER

als Variable die Funktionen

@* (1), ¢ (1), F;® (1),
k=0...r, i,j=1,2,3)

1=0...r—1 (15)

auf. Der Parameter o( — o) ist, da wir ihn im fol-
genden nicht benétigen, unterdriickt worden. Der
Index r wird als Komplexitat des Mediums bezeich-
net. Im Falle r=0 wiren die @;’ als Funktionen
von u und F;; anzusehen.

Dieser Fall spielt praktisch keine Rolle, da wegen
(13)
dY —0

sein muf}. Das heif3t, das betrachtete Medium konnte
nur eine ideale Flissigkeit sein.

a=0,1, 2.

Fiir einfache Medien vom Differentialtyp und der
Komplexitdt r=1, 2 lauten die Materialgleichungen
(12) speziell

a) 1/Tg—1/T =D ('/.)
b) 3;(1/T) = Y} (/) (16)
c) P in/Teon— Pis/T = DL (/)
mit D (1) = @i (1.). (17)

Dabei bedeuten die D (2=0,1,2; r=1,2) eine
eindeutige und stetige skalare, vektorielle bzw. ten-
sorielle Funktion. Diese Funktionen hangen im Fall
r=1 von den Variablen

(1) = (i, qis Fij, Fiju) (18a)
und im Fall r = 2 von den Variablen
(/) = (ii, gi, Fij,tis gi, Fij, Fij,u)  (18b)

ab. Alle Groflen in (16) — (18) beziehen sich auf
den Zeitpunkt ¢. Wir notieren noch zwei fiir das
folgende wichtige Beziehungen zwischen dem Defor-
mationsgradienten F;; und den Grofen 7;; und o:

77ik=%IE{Fiz(Fl)lkﬁLikz(fl)n}’ (19)

o(t) =o(— ) (Det|Fy()) % (20)

Die Forderung (13) lautet fiir Medien vom Diffe-
rentialtyp

DO (0...0,u,Fy) =0; a=0,1,2; r=1,2. (21)

Medien vom Integraltyp sind dadurch definiert, dal
sich die Funktionale ¥, als Summe einer Funktion
und eines Nachwirkungsintegurals darstellen lassen
(siehe 2, S.98). [Die hier definierten Medien vom
Integraltyp sind etwas allgemeiner als die von
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Truesdell und Noll: Wir setzen nicht voraus, daf3
die Integralkerne » faktorisierbar sind und lassen
allgemeinere Abhingigkeiten (24) zu.] Wir be-
schranken uns hier auf einfache Medien vom Inte-
graltyp der Ordnung 1. Fiir solche Medien lauten
die Materialgleichungen

1 1 r ’ AT
a) *TT};—T"=/!§))( )+fdt ® (1),
b (T —AD () + fdt’ 0 (1,

(22)
Pth ik P; 7

Q) TP _ 4y ()4 [ a0 A (1),

A =A%, #p = a8 - (23)
Hier bedeuten die A%, und =’ (a=0, 1, 2) wieder
skalare, vektorielle bzw. tensorielle Funktionen.
Die A seien eindeutige und stetige, die »*< in

— oo <t' <t integrierbare und nicht identisch ver-
schwindende Funktionen ihrer Argumente. (Im
Falle »{” = 0 geht das Medium in ein Medium vom
Differentialtyp iiber.)

Die Klammer (—) ist mit dem Ausdruck (15)
identisch. Ferner bedeutet

(1) =G* (@), @), FI,””(t’) -
coik=0...r;1=0...7—-1; i,j=1,2,3). (24)

Der Index r wird wieder als Komplexitiat des Me-
diums bezeichnet. Die GroBen auf den linken Seiten
von (22) und die Funktionen 43’ beziehen sich auf
den Zeitpunkt ¢.

Alle in (24) auftretenden GroBen sind Funktio-
nen von t. In (24) tritt auch noch die Zeitdifferenz
t—¢ auf, da die Funktionale auf den rechten Seiten
von (22) Zeittranslation-invariant sein sollen und
der Nebenbedingung (13) geniigen miissen.

Wir wollen nun aus der FU (14) Konsequenzen
ziehen. Im folgenden bedeuten: V = Voraussetzung,
A = Aussage, B =Bewelis.

Fiir einfache Medien vom Differentialtyp mit r =1
gilt Satz 1:

Vi: &P (...)...(18a), a=0, 1, 2 eindeutige und
stetige Funktionen aller Argumente.

V,: Die Gleichgewichtsbedingung (21).

V;: Die FU (14) mit (15) fiir alle i, F,’j , gi€ C°V
(s Anhang).

A: DY + (1/0) 7 PP + (1/0) ¢ P2 =0

B: Slehe Anhang. (25)
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Aus der FU V; und der Gleichgewichtsbedingung V,
folgt, dal der Integrand der FU (14) selbst und
somit oy stets nichtnegativ ist. Das heiflt, mit (14)
gilt wegen (10) auch die CDU (4) fiir die GE.

Fir einfache Medien vom Differentialtyp mit r =2
gilt Satz 2:

Vy: @P(i...)...(18b), a=0,1,2 eindeutige und
stetige Funktionen aller Argumente.

V,: Die Gleichgewichtsbedingung (21).

Vy: lim | @2 (vu, t vy, T wy, 4, Fij, gi-u, Fij) | < =

a=0,1,2...existiert und ist eine eindeutige
und stetige Funktion aller Variablen s ... Fj;.

V4: Die FU (14) mit (15) fiir alle &, i'ij, é,- eCY
(s Anhang).

A: i B + (1) ni D&% + (1/0) ¢: P 2 0.

B: Slehe Anhang. (26)

V; besagt physikalisch gemafl (15), daB8 die im Me-
dium auftretenden Unterschiede zwischen Ty, und 7,
zwischen Py, i und P;; und der Temperaturgradient

fiir beliebig grole i, F;;, g; stets endlich bleiben
sollen. Aus dieser Voraussetzung, der FU V, und
der Gleichgewichtsbedingung V, folgt, daB8 der In-
tegrand der FU selbst nichtnegativ ist. Das heif3t,
daB wegen (10) auch (4) fiir die GE gilt.

Mithin kann man bei einfachen Medien vom Dif-
ferentialtyp und der Komplexitdt 1 oder 2 die GE
stets auch als NGE auffassen: Sie geniigt einer CDU
(4) bzw. einer Bilanzgleichung (10) mit stets nicht-
negativem Produktionsterm.

Fir einfache Medien vom Integraltyp der Ord-
nung 1 und der Komplexitit 1 gilt (einfache Medien
vom Integraltyp der Komplexitét r = 0 miissen ideale
Fliissigkeiten sein) Satz 3:

#E2 [ /) .(24) mitr=1;2=0,1,2,

.. eindeutige und in — oo <t' < ¢t in-
tegrierbare Funktion fiir alle Vorge-
schichten ('), q(t), F;;(t) € C7V
(s. Anhang),

AL ... (18a)... eindeutige und stetige

Funktion aller Argumente.
V,: Die Gleichgewichtsbedingung (13). Diese ist si-
cher erfiillt, wenn gilt:
A2’ (0,453 0,0, F;;) =
%a (0, u; 0, 0, F,],T)

lim 7 »5’ (d, u; q,FU,FU,t)

T —> 0O
a=0,1,2; 7=t-1.
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Die letzte Bedingung besagt, dal das ,,Gedachtnis®
des Materials mit ¢'— — oo stirker als 1/t ver-
schwinden soll.

V;: Die CDU (4) mit (22) und (24) fur r=1,
d. h.

t
d(0) {4 + [ A ="} + (1/0) nin{ A +fdt’ # D
t
+(1/0) qi{A: +[d AN} =0
.. alle t, alle 4, .Ff]-, g €C-D

t
A: [XPdd=0

—o0

a=0,1,2; alle ¢,

alle i, Fjj, q:i(¢') €CY.
B: Siehe Anhang.

Soll fiir die Materialgleichungen (22) mit r=1 die
CDU fur sy (4) gelten, so miissen die Nachwir-
kungsterme verschwinden, d.h. das Material muf}
vom Differentialtyp sein. Umgekehrt gilt daher:
Verschwinden die Kerne x5 in den Materialglei-
chungen nicht in jedem endlichen Intervall (¢,'< ¢
<t’), so muB die Produktion o, der GE auch
irgendwann negative Werte annehmen. Das heifit,
bei derartigen Medien kann die GE sy, nicht mehr
als mogliche NGE angesehen werden.

Fordert man bei einfachen Medien vom Integral-
typ der Ordnung 1 und Komplexitit r=2, daf
auBer der FU (14) auch noch die CDU (4) gelten
soll, so kann man zeigen, dal} die Kerne %y einer
gewissen Funktional-Integral-Gleichung  geniigen
miissen. Diese Gleichung besitzt nichttriviale Losun-
gen. Das heilit, es gibt einfache Medien vom Inte-
graltyp der Ordnung 1 mit Komplexitat 2, bei de-
nen die GE stets nichtnegative Produktion besitzt.
Daneben gibt es aber auch Medien obigen Typs,
deren Materialgleichungen (22) mit r=2 die FU
(14), aber nicht mehr die CDU (4) fiir die GE er-
fiillen. Ein Beispiel fiir den Kern einer solchen Ma-
terialgleichung ist etwa

2@ (i, G t—1) =P(t—1t) u(d) +P(t—1)i(t),

wo P(s) eine positiv definite Funktion mit der

Eigenschaft
lim P®(s) =

§—>00

k=0,1

8 S. BOCHNER, Fouriersche Integrale, Chelsea Publ. Comp.
1948, S. 76.
9 H. KONIG u. J. MEIXNER, Math. Nachr. 19, 265 [1958].
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ist. Beispiel®: P(s) —exp{—|s|?} mit 0 < p < 2.
(Vgl. etwa die Theorie linear passiver Funktionen-
systeme in 9.)

Der Verfasser dankt Herrn Professor MEIXNER fiir
wertvolle Diskussionen.

Anhang

In diesem Anhang beweisen wir die Satze 1 — 3.

Definition: C=1 ist der Raum aller reellen Funk-
tionen ¥y (¢) einer reellen Variablen ¢, welche in
— oo <t< oo eindeutig, beschrankt und stiickweise
stetig sind und fiir welche

y(t) =0 fir alle

lim ¢"

t——oc

n=0,1,2... gil.
Die Sédtze 1 und 2 sind Spezialfélle des folgenden
Satz 1:

Vit @i(u,v,w)...1=0,1,...,n eindeutige und ste-
tige Funktion der Vektoren u, v, w € R"*1,

V'): (pi(uaoao)z()’

Vi: lim ¢;(u, v, Tw)

T—>00

eine stetige Funktion der Argumente u, v.

=w;(u,v)... existiert und ist

n
Definition: ¥, (u,v,w) = 2> v; ¢;(u, v, w).
i=0

ty -
Vy: S%.(z,2,2)dt =0...

alle t,, alle 2= (xy(2)...2,(1))
mit 2;(¢) €eCY,
A: P, (u,v,w)=0..

.u,v,w, € R,

B:  Testfunktion zur Auswertung von V:
0...t<0
R...0Zt<o

2(1) =yS...0=Z t<po+o0 o+o+T=1,

T...0+0=Zt<p+0+7
0...0+0+1<1
R,S,T€R"™; 0,0,7120.

AllS V4 fO]Ut ]1+]2+]3 ZO mit (A.l)

1
j fP,(3Ro*t? Rot,R),

1
]3: T.l‘dt’ g/n(%R92+R00
0

+3S02+ (Ro+So)t?
+3 T2 Ro+So +Ttt,T).



ZUR CLAUSIUS-DUHEM’SCHEN UNGLEICHUNG

Nun definieren wir 2 Vektoren R, , S; durch
R, = (0?/2) R+00 R+ (6%/2) S,
Si=0R+0S.
Umgekehrt gilt
R=(2/0(0+0)) (R, —S,0/2),
S= —(2/6(0+0)) (R, —S;0/2) +S,/0.
Nun lassen wir in den Integralen /;, /5, /5 bei kon-
stantem R, , S; den Parameter p— ~ gehen. Es gilt
limJ;=0...nach V,,

0—> 00

llm ]2 =
o—>o0

1
limJ;=t[df W,(R +7S, ¢
— 00 0
’ +3eT2, S, +1T 7, T).

Wir setzen (A.2) in (A.1), 6=at mit a =2 0 und
gehen zum Limes 7— 0. Dann gilt mit V3 und

S;=(Si1-.-Sij..0)

1
ofdt W, (R, +}08,(£2-1), S, ¢, S,/0),

0
(A.2)

1 n
Y,n(R19517T)+afdt’ Zsl.itlo)i(Rlsslst,);O'
0 i=0

Fir a— 0 folgt daraus
¥,(Ry,5,,T)20
fiir beliebige Vektoren Ry, S;,T; q.e.d.

Wir fithren nun folgende Bezeichnungen ein:

Xoy=U, ZI=F11, 12=F12...19=F33,
Bio=0qyss«Eisg=05s B= (Tg.-Tis)s (A.3)
Po(=) =@ (/.),
3 _

P.(—=) = (1/0) 57‘ (FY) 1 D% (/.). .. usw. bis
3

Po(—) = (1/0) ; (FY) 3 33 (1),

P1o(—) = (1/e) Y1 (1)..., (A4)

P12(—) = (1/0) DY5 (1),
Va(=) = 2zpi(-)

Satz 1: Wir setzen in Satz I n=12, fir (1_&.3),
fir @g...9; (A4) mit r=1, (=) =(2(2),z(2))
und (/.) nach {(18a) und beachten (17) und (19).
Da die Funktionen ¢; gar nicht von :;(t) abhéngen,
ist V5 in trivialer Weise erfiillt und man erhalt aus
Satz [ den Satz 1.

Satz 2: Wir setzen in Satz I n=12, fiir x (A.S),
fir @g...00 (Ad) mit r=2, (=) =(z(2),z(2),
z(t)) und ('/.) nach (18b) und beachten (17) und
(19). Dann ergibt sich aus Satz I der Satz 2.

(n=12).
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Der Satz 3 ist eine Folgerung aus dem folgenden

Satz 11:

Vi #i(u,v,w,7)...i=0,1..n...
stetige Funktionen der Vektoren u, v, w
und des Skalars 7.
4i(u,v)...i=0...n eindeutige und stetige
Funktionen der Vektoren u, v € R**1.

Vy: 4;(u,0) =0, »;(u,v,0,7) =0,
lim 7 %;(u, v, w,7) =0.

T—>00

n ., . t
Va:_zoxi(l) {4i(z (), (1)) +_f di’ % (-)} =0...
alle ¢, alle 3.71' eC-V,

(z=0...n).

eindeutige und

Rn-H

A: %i(u,v,w,§)=0

B: Testfunktion zur Auswertung von Vj:

0.../<0
. R...05i<p t=0+0+7
z(f)={S...0<t'<o+0 z(t)=0.../ =<0
T...o+0<t<o+0+7
0...040+1<t
R,S,TeR""; o0,06,120.
Nach V; gilt:

STULT) + 11 T) + (D) +J5,i(T)} 2 03

1

1
= Qofdtlxi(U;RQtlsR’ T+o+0(1-1t)),
1
Jo.i=o0[dt; (U Ro +Sot,,S,t+a(1—t;)),
0

1
Js,i=t[dty%;(U,Ro+So+Tr t,,T,r(1-1¢,)),
0

U=9oR+0S+7T.

Wir setzen nun T;=¢0d;; (j fest) und gehen einmal
zum Grenzwert £¢— 0, dann zum Grenzwert e— — 0
iiber. Dann folgt

J1;(0) +J5;(0) +J3;(0) =0, j=0...n.

Nun ersetzen wir R— R/p und gehen zum Limes
0— 0 uber. Mit ¢= (1 —1¢,) gilt fiir beliebige R, S
und 6 = 0,7 = 0:

1
Jdtx(R+So,R+So(1—1),S,t+0t)=0. (A.5)
0

Fir 6— 0 folgt daher
xi(R, Rs Sa 1) o= 09

i=0...n

fiir beliebiges R, S€ R**! und v = 0; q.e.d.
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Wir fiithren folgende Bezeichnungen ein:
# (=) =%y (1),

3 -_—

# (=)= [o®] 3 (FV) () #85 (1) ...
k=1 usw. bis
3 _

(=) = [1e(®)] Z (F) () s (1), (A6)

#10(—) = [Lo(®) 1% (1.)...o5(—)
= [1/o(e)] 2843 (/) ;
Aol = AP (]),
3

Bl = (1fe) 3 (F1) 1 AGh (). usw. bis

3 -~
ig(...) = (1/0) k;(Fl):&k Ak (1),

Ao(...) = (1/0) A(lli ( ‘ Vs sndyglons)
= (/o) 484 (]).

(A.7)

S. KALBITZER. J.KIKO, AND J.ZAHRINGER

Satz 3: Wir setzen in Satz II n =12, fiir x (A.3),
fiir %y...%5 (A.6) mit r=1, (=) =(=(s), z(¢),
z(t); t—t) und (/.) nach (24), fir 4,...4;
(A.7) mit (...) =(z(¢),%(¢)) und (|) nach (18a).
Dann folgt aus Satz I mit (A.6), daBl die Funktio-
nen %5 (a=0, 1, 2) iiberall verschwinden miissen.
Dabher gilt a fortiori

74
JxD (1) dd =0

fiir alle ¢ und alle Vorgeschichten (/.) (24) mit
r=1; q.e.d.

The Diffusion of 3He and *He in LiF

S. KALBITZER, J. KikO, and J. ZAHRINGER

Max-Planck-Institut fiir Kernphysik, Heidelberg

(Z. Naturforsch. 24 a, 1996—2000 [1969] : received 20 July 1969)

Helium isotopes were produced in single crystals of LiF by means of the nuclear reaction
Li(n, 3H)*He and by the subsequent decay of *H into *He. At a constant temperature of 620 °C
the isotopic ratios of the outgassed helium isotopes were measured as a function of time respectively
as a function of the released fraction. The ratio of the diffusion constants Dy/D, was found to be
at most 1.02 which is considerably smaller than the maximum classical value of 1..55.

Information on atomic jump mechanisms in solids
can be obtained from the isotope effect in diffusion.
Deviations from the simple m"*law are frequently
observed. According to theory 173, in interstitial dif-
fusion no correlation of subsequent jumps exists,
as it usually does in vacancy type processes. In this
case the measured effect is directly related to the
kinetic energy factor 4K, the magnitude of which
tells to what extent the diffusive motion of the jump-
ing atom is accompanied by lattice relaxations. If

Reprint requests to Dr. S. KALBITZER, Max-Planck-Institut

fiir Kernphysik, D-6900 Heidelberg, Postfach 1248.
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this factor is close to unity, then the diffusing par-
ticle is essentially decoupled in its motion from the
lattice and the m"*-relation would be obeyed by clas-
sical systems.

A number of experiments concerning interstitial
solute diffusion are known (see Ref. #712). The mass
effect was found to be nearly equal to the maximum
classical value for the diffusion of interstitials such
as Li* in metals and semiconductors and of rare
gases in quartz. For hydrogen metal systems the
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